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4. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НЕЧЕТКИХ ЗНАНИЙ

4.1. Общие понятия

Для современного развития общества характерно стремление ко все более широкому применению математических методов для описания и анализа сложных экономических, социальных, экологических, технических и других систем. Отличительной особенностью этих систем является то, что помимо объективных законов в их функционировании существенную роль играют субъективные представления, суждения и эмоции людей.

При анализе исследуемой сложной системы мы зачастую разбиваем ее на более мелкие системы, осуществляя тем самым ее декомпозицию, т.е. разбиение  на более мелкие части. Выделение этих частей (подсистем) определяется целями исследования и нашими представлениями о полной системе.

Анализ выделенной подсистемы производится с учетом ее связи с другими подсистемами. Точное описание этих связей затруднительно и, как правило, осуществляется с использованием либо своих собственных представлений об этих связях, либо при помощи экспертов. При этом информация о границах анализируемой подсистемы зачастую бывает выражена в понятиях, имеющих нечёткий смысл с точки зрения классической математики. Эта информация носит субъективный характер, и ее представление на естественном языке нередко имеет большое число неопределенностей типа “много”, ”мало”, "ближе", "дальше" и т.п., которые не имеют аналогов в языке традиционной математики. Для дальнейшего успешного применения математических методов исследования сложных систем  необходимо было разработать аппарат учета нечётких представлений и суждений людей о реальном мире.

Разработка таких методов связана с именем американского математика Л.А.Заде. В 1965 г. он предложил так называемую теорию нечётких множеств, которая предлагалась в качестве средства математического моделирования неопределенных понятий.

Все нечеткости, имеющие место в инженерии знаний, к настоящему времени можно классифицировать по следующим признакам:

· нечёткость, неточность или неопределенность информации;

· недетерминированность процедур вывода решений;

· многозначность интерпретации;

· ненадежность данных;

· неполнота информации. 

В традиционной математике имеет место чёткость, и любая формальная логика, и том числе и булева, основана на этом принципе. Вопрос о принадлежности некоторого элемента тому или иному множеству здесь решается вполне определенно: или принадлежит, или не принадлежит – третьего не дано. Заслуга Л.А. Заде состоит в том, что он ввел понятие взвешенной принадлежности. Значение функции принадлежности показывает, что элемент может принадлежать подмножеству в большой или меньшей степени, а отсюда и появилось понятие нечеткого подмножества.

Таким образом, теория нечётких множеств – это шаг на пути к сближению точности классической математики и неточности реального мира. Нечеткое множество – это математическая модель класса с нечеткими или, иначе, размытыми границами.

Популярность подхода, основанного на формализации нечёткостей, свидетельствует о его многочисленных практических применениях, что способствовало формированию специального направления в области искусственного интеллекта – исследованию нечётких систем. 

Математическая теория нечетких множеств, предложенная Л.А. Заде, позволяет описывать нечеткие понятия и знания, оперировать этими знаниями и делать нечеткие выводы. Основанная на этой теории новая методология построения компьютерных систем, существенно расширяет области применения компьютеров. Более того, такие системы можно создавать в любой области деятельности человека. 

За последние годы разработаны новые микропроцессоры, выполняющие операции над нечеткими множествами, нечеткие компьютеры и программные системы.

4.2. Нечеткие множества.

Начнем с примера. Пусть у нас имеется множество Х пищевых продуктов. Из этого, довольно обширного, множества выберем только те элементы, которые содержат молочный жир (молоко, сметана, сыр и т.п.). Таким образом мы образуем некоторое подмножество С  множества Х: С
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Х. Совершенно очевидно, что степень принадлежности каждого из элементов х к самому этому множеству С будет разная: молоко, например, содержит 4% жира, а сыр – 35%. Множество С, как видим, обладает весьма заметной неопределенностью или, как говорят, нечёткостью. Степень принадлежности каждого из х, входящего в С, лучше всего обозначать в долях. Тогда мы получаем следующее выражение для С:      

С = {0.04/молоко, 0.15/творог, 0.25/сливки, 0.35/сыр, 0.40/сметана, 0,78/масло, 0,98/топленое масло}.  

Нечеткое множество С, следовательно, можно представить как множество пар типа степень принадлежности/название элемента (х) (некоторые авторы предпочитают "обратное" написание типа  название элемента (х)/ степень принадлежности).
 Степень принадлежности характеризует каждый из х
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С и в общем случае является его функцией: (С(х). Если элемент хi  "стопроцентно" относится к С, то (С(х)=1; если не содержится вообще, то (С(х)=0.

Определение 1. Нечетким множеством С в Х называется совокупность пар вида (х, (С(х)), где х
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С, а (С(х)– функция принадлежности, определенная на интервале [0, 1]. 

Функция принадлежности (С(х) полностью характеризует х (она еще называется характеристической функцией). Поэтому справедливо утверждение: 

нечеткое множество вполне описывается своей функцией принадлежности.
Обычные (чёткие) множества составляют собой подкласс нечетких множеств. функция

  (В(х)  =     ( 1, если Действительно, функцией принадлежности обычного множества В
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Х  является его характеристическая х
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В и

                   ( 0, если х
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В,

так что его также можно определить как совокупность пар (х, (С(х)). Таким образом, нечеткое множество представляет собой более широкое понятие, чем обычное множество, а функция принадлежности нечеткого множества может быть произвольной.

Каждому нечеткому множеству соответствует своё множество функций принадлежности (С(х). Назовем  его М. Если (С(х) принимает свои значения на множестве М , то можно сказать, что Х принимает значение в М посредством  (С(х):   х(С ( М.

Элементы множества М описывают те свойства элементов х
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Х, которые делают их элементами нечеткого множества С. Эти свойства могут быть заданы в численном виде, как это мы видели выше, но могут быть сформулированы в виде каких-то условий. Например:

"нечеткое подмножество чисел х,  приближенно равных данному действительному числу n",  или

"нечеткое подмножество чисел около нуля "  или, к примеру,

"нечеткое подмножество особей, образующих род (в биологии)," и т.п. .

Не всегда удается точно определить условия, описывающие элементы             (С(х). В экспертных системах, к примеру, функции принадлежности задаются экспертами, исходя из их знаний и личного опыта.

Пример 1. Пусть множество Х={х1, х2, х3, х4, х5} и С={х1, х3, х5} подмножество Х, т.е. С(Х. Тогда степень принадлежности каждого элемента Х множеству С выражается характеристической функцией: (c(х1)=1; (с(х2)=0; (с(х3)=1; (с(х4)=0; (с(х5)=1. (Здесь (c(х1)=1, так как х1 принадлежит С,  а (с(х2)=0, так как х2 не принадлежит С и т.д.). Это позволяет представить подмножество С посредством всех элементов множества Х и соответствующих им значений функций принадлежности:

                 С= {( 1, х1), (0,х2), (1,х3), (0,х4), (1,х5)}.

Мы рассмотрели простейший пример с "крайними" значениями для (с(х) . Предположим теперь, что характеристическая функция для элементов подмножества С может принимать не только значения 0 или 1, но и любое значение С([0,1], т.е. (с(х)=С([0,1]. В соответствии с этим условием элемент хi(Х может не принадлежать С ((с=0), может быть элементом С в небольшой степени ((с близко к 0), может более или менее принадлежать С ((с(0,5), может в значительной степени быть элементом С ((с близко к 1) или, наконец, может быть элементом С ((с=1).

Тогда определение 1 для данного случая можно сформулировать еще и так. Математический объект, определенный выражением С={((с(х1)/х1), ((с(х2)/х2), ((с(х3)/х3), …., ((с(хn)/хn)}, где хi элемент универсального множества Х, а число перед  вертикальной чертой – значение характеристической функции для этого элемента, называется нечетким подмножеством множества Х, т.е. С(Х. Принадлежность элементов нечеткому подмножеству иначе можно записать в виде:
                             х1(С;  х2(С;  х3(C.                      

                               0.2        0.4         1     

На рис. 4.1. Представлена граница нечеткого подмножества, внутри которой указаны значения характеристической функции для элементов этого подмножества. 

В принципе функция (С(х) на интервале[0, 1] может иметь сколь угодно много значений, а в пределе она представляет собой кривую с амплитудой 1.

На рис. 4.2 представлено нечеткое подмножество С с помощью функции принадлежности (. Если М – множество значений функции (с, то множество Х принимает значение в М посредством  (С:   Х (С (М..

Множество М называют множеством принадлежностей.

(
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           С на множестве Х            подмножества с помощью функции принадлежности (С(х)
Пример 2. Для сравнивания рассмотрим обычное множество чисел 

В={0 ( х ( 2} и нечеткое множество С={ ”значение х близко к 1"/х}. В первом случае множеству В принадлежат все числа от 0 до 2 и, следовательно,  здесь (В(х)= const=1. Во втором – симметричная кривая.  Функции принадлежности этих множеств приведены на рис. 4.3 и 4.4 соответственно. Вид функции принадлежности (С нечеткого множества C зависит от смысла вкладываемого в понятие “близко”.
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Рис. 4.3. Функция принадлежности        Рис. 4 4. Функция принадлеж- 

        для множества В ( (В(х)=1)                                  ности для С

Пример 3. Пусть N – множество целых чисел:

                   N={–8, –5, –3, 0, 1, 4, 6, 9}. 

Рассмотрим нечеткое подмножество чисел, для (С "по абсолютной величине близких к нулю":
C={(0/–8), (0,5/–5), (0,6/–3), (1/0), (0,9/1), (0,8/2), (0,6/4), (0,3/6), (0/9)(.                                                                                                   Здесь значения (С= 0; 0.5; 0.6; 1…  заданы субъективно. Это выражение можно записать и так:
    С =   0/–8 + 0,5/–5 + 0,6/–3 + 0,9/0,1 + 0,8/2 + 0,6/4 + 0,3/6 + 0/9,

где знак + означает не суммирование, а просто принадлежность к множеству. 

Определение 2. Нечеткое множество называется пустым, если его функция принадлежности равна нулю на всем множестве Х, т.е.

                            (((х)=0,  (х(Х.                                                        

Универсальное множество Х также можно описать функцией принадлежности вида:         (Х(х)=1 ,  (х(Х.                                                 

Определение 3. Носителем нечеткого множества А (обозначение sup A) с функцией принадлежности (А(х) называется множество (в обычном смысле) вида 
sup А={x/x(X, (A(x) > 0}.                                      (4.1)                

Другими словами, sup А определяет верхнюю границу А при положительных значениях (.

Определение 4. Нечеткое множество А называется нормальным, если выполнено равенство sup (А(х)=1; х(Х. В противном случае нечеткое множество называется субнормальным. Например, нечеткое множество С в примере 2. Субнормальным часто оказывается пересечение нечетких множеств. Субнормальное множество можно преобразовать к нормальному (нормализовать), разделив функцию принадлежности ((х) этого множества на величину sup ((х), х(Х.

 Пусть А и В – нечеткие множества в Х, а (А(х) и (В(х) – их четкие функции принадлежности соответственно. Справедливо утверждение, что А включает в себя В (т.е. В(А), если для любого х(Х выполнено неравенство   

                                (В(х) ((А(х).                                                        (4.2)

Множество А и В совпадают (эквивалентны), если (В(х)=(А(х)  при любом х(Х. Если нечеткие множества А и В таковы, что В(А, то и sup B(sup А 
 Пример 4. Рассмотрим нечеткие множества 

           A={"величина x близка к 1"/х},

           B={ "величина  х очень близка к 1"/х}.                                         

 Видно, что B(A, т.е. функции принадлежности этих множеств (А и (В должны удовлетворять неравенству (В(х)((А(х) при (х(Х. Графически эти функции показаны на рис. 4.5 .

   (
                                 (А                       

     1


                              (В
                                                                          х
      0                    1

Рис. 4.5. Функции принадлежности (A и (B, (A( (B
4.3. Операции над нечеткими множествами                                         

Операции над нечеткими множествами можно определить различными способами. Выбор конкретного из них (объединение, пересечение и пр.) зависит от смысла решаемой задачи.  Следует отметить, что класс нечетких множеств охватывает и множества в обычном смысле. Поэтому вводимые определения должны соответствовать обычным операциям, принятым в теории множеств.                                                                                                         

 Определение 5. Объединением нечетких множеств А и В в Х называется нечеткое множество А
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В с функцией принадлежности вида  

                            (А(В(х)=max{(A(x), (B(x)}, x(X .                             (4.3)

Определение 5а. Объединением нечетких множеств А и В в Х можно определить и через алгебраическую сумму их функций принадлежности:                                 

(А(В = 1 при  (А(х)+(В(х)(1;  (А(В  =   (А(x)+(В(x) –  в противном случае.

Пример 5. Пусть нечеткое множество А и В в числовой оси описываются функциями принадлежности, показанными на рис. 4.6. 

        (А(В(х)              (
                                                            (В(х)
     

                                                       (А(х)

                                                                                                    х

Рис. 4. 6. Объединение двух нечётких множеств,

                 выделенное жирной линией 

Пример 6. Пусть Х={x1,x2,x3,x4,x5}, а нечеткие множества А и В  заданы  через соответствующие величины функций принадлежности.                                                                                         A={(0,1/х1),(0,5/х2),(1/x3),(0/x4),(0,8/х5)},                                                                    B={( 0,6/х1), (1/х2), (0,4/х3), (0,7/х4), (0,8/х5)}.

Объединение двух нечетких подмножеств A и B здесь будет иметь вид

А
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В = {( 0,6/х1), (1/х2), (1/х3), (0,7/х4), (0,8/х5)}.

Определение 6. Пересечением  нечетких  множеств А и В в Х  называется нечеткое множество А
[image: image10.wmf]I

В с функцией принадлежности вида 

               (А(В(х) = min{(А(х), (В(х)}.                                         (4.4)

Определение 6а. Пересечение нечетких множеств А и В можно определить и с использованием алгебраического произведения их функций принадлежности.

                ( А(В (х) =(А (х)( (В (х),  х (Х.                                    (4.5)

Полезным является следующее свойство носителей нечетких множеств:

sup (А (В) = (sup A) ( (sup B),
sup (А (В) = (sup A) ( (sup B)/
Эти равенства справедливы для любого из приведенных выше определений объединения и пересечения.

Пример 7.

Функция принадлежности нечетких множеств А и В имеет вид, показанный на рис. 4.7.  Жирной линией на этом рисунке показана функция принадлежности множества А
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В по определению 6.

(


    (А                                    (В    

                                                         Рис. 4.7. Пересечение двух
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          нечетких множеств



                                                     х

              0                                     

Пример 8.


Для примера 6 пересечение множеств А и В будет иметь вид:
А(В = {(0,1/х1),(0,5/х2), (0,4/х3), (0/х4), (0,8/х5)}.

Определение 7. Два нечетких множества А и В в Х равны (А=В) тогда и только тогда, когда выполняется равенство: 

                             (А(х) = (В(х);  (х(Х.                                              (4.6)

Если найдется по крайней мере один такой элемент хi из Х, что  равенство (А(хi) ( ( В(хi) не удовлетворяется, то будем говорить, что А и В не равны и обозначать А(В.

Определение 8. Дополнением нечеткого множества А в Х называется нечеткое множество А( с функцией принадлежности вида

         (А( (х) = 1–(А (х),  х ( Х.                                                             (4.7)

(
         



           


1




                 

Рис.4.8. Функции принадлежности

А                   А                     множества А и соответствующего ему дополнения А(
0                                            х
Пример 10. Пусть задано некоторое множество Х и множество М функций принадлежности.

Х={х1,х2,х3,х4,х5}; М = [0,1].
Построим нечеткое множество А.

A={( 0,15/х1),( 0,45/х2),( 0/х3),( 0,75/х4), (1/х5)}.
Дополнение А( в этом случае будет иметь вид

A(={( 0,85/х1), (0,55/х2), (1/х3), (0,25/х4), (0/х5)}

( для всех (А((х) выполняется условие (А((х) = 1–(А(х)).

Определение 9. Разность множеств А и В в Х определяется как нечеткое множество А \ В с функцией принадлежности вида:

(A \ B (х) =     ( {(A (х) – (B (х) при  (A (х) ( (B (х),                            (4.8)



         (  0
 в противном случае.

Приведенное определение 8 дополнения нечеткого множества вытекает из данного определения.

Определение 10. Декартово произведение A1(А2(....(An нечетких множеств Аi в X, i = 1,2,...,n, определяется как нечеткое множество А  с функцией принадлежности вида:

(A (х) = min {(A1(х1),....., (An (хn)},                                                    (4.9)

х = (х1,.....хn) (X.
Определение 11.
Выпуклой комбинацией нечетких множеств A1,...., An в X называется нечеткое множество А с функцией принадлежности вида:

n
                                        (((х((((i (i (х),                                      (4.10)

      i=1
 
  n
где (i ( (( i(((((( n, ( (i ( (.

                          i=1
Выпуклые комбинации нечетких множеств могут найти применение, например, в задачах принятия решений с несколькими нечеткими ограничениями.

Определение 12. Под включением будем понимать: А содержится в В, если для всех х в А:   (((х( ( (((х(;   (х(А.                                                  (4.11)

Обозначение А ( В. Строгое включение соответствует случаю, когда по крайней мере одно неравенство строгое.

Пример 11.


Пусть Х ={х1, х2, х3}, M = [0,1]
A ={(0,8/х1), (0,6/х2), (0,4/х3)}, 
B ={(0,5/х1), (0,4/х2), (0,1/х3)},
имеем B ( A, так как 0,5 ( 0,8; 0,4 ( 0,6;  0,1 (0,4.

Определение 13. 
Операция перемещения изменяет положение функции принадлежности на величину (. При ((( производится перемещение вправо, а при ((( влево. Выражение для функции принадлежности:

(((х( ( (((х(((( ((R , (х(X. (Рис. 4.9).
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Рис.4.9. Операция перемещения
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Рис. 4.10. Операция нормализации

                                               х

 Определение 14. 
Операция нормализации (рис. 4.10) осуществляется в соответствии со следующей формулой:

                 (х(((  (((х ( (      (( (х(  .                                         (4.12)                   




                       max (A(х)
Определение 15. Множеством уровня ( нечеткого множества А в Х называется множество  в общем смысле, составленное из элементов х(Х, степени принадлежности которых нечеткому множеству А не меньше числа (, т.е.

                      А( ((х(х(Х( (((х( ( ((.                              (4.13)

Пример 8


Пусть х = {1,2,..., 6}, а функция принадлежности нечеткого множества А в Х задана таблицей:

              х          0       1       2        3        4        5         6    

            (А(х)     0     0,1     0,3    0,5     0,7     0,9        1

        Тогда для А можно выписать следующие множества уровня:

A 0,1 = {1,2,..., 6}; A0,3 = (2,3,4,5,6), A0,5 = {3,4,5,6},

A0,7 = {4,5,6} ; A0,9 = {5,6}; A1,0 = {6}
и представить нечеткое множество А в виде:

A = 0,1 {1,2,3,4,5,6} U 0,3 {2,3,4,5,6} U 0,5 {3,4,5,6} U 0,7 {4,5,6} 

U 0,8 {5,6} U 1 {6}.


Пусть (А(В(( и (А(В)( – множество уровня ( объединения и пересечения нечетких множеств А и В соответственно. Рассмотрим их связь с множествами уровня А( и В( . С учетом определений 2 и 3 объединения и пересечения нечетких множеств А и В это связь такова:

(А(В)( = А(В(; (А(В)( = А((В(.

В случае же определений 2а и 3а имеем лишь:

(А(В)( = А((В(; (А(В)( ( А((В(.

4.5. Обычные отношения и операции над ними

Если в системах искусственного интеллекта мы пытаемся отобразить некоторые образы и действия, свойственные интеллекту естественному, то мы обязательно должны уметь моделировать отношения. Мир человека полон самых разных отношений. Это могут быть отношения пространственные (далеко, близко, около, на, под…), временные (раньше, позже, прежде, после…), иерархические (район– область– республика), метрические (больше, меньше, равны…),   родственные (отец, брат, дядя, тетя…), производственные (начальник, подчиненный…) и т.п.. 

Роль отношений в представлении знаний очень велика. Мы встречались с ними неоднократно. В исчислении предикатов мы ставили отношения на место предикатного символа, в семантических сетях обозначали дугами, соединяющими два объекта, применяли в виде имени слота, когда строили фрейм. Но до сих пор мы еще "не проходили" операции над самими отношениями, которые, оказывается, подчиняются и алгебраическим, и логическим законам. Специальные логики, разработанные для операций с отношениями, носят название псевдофизических логик.

Отметим, что все отношения между объектами некоторого  множества можно в конечном счете свести к отношению пар этих объектов при том, что каждый из них может одновременно иметь разные отношения с некоторыми другими. Если, например, для присутствующих на родительском собрании класса ввести отношение родственники, то почти все они разобьются на пары типа мама–ученик. Если же у мамы в этом классе учатся двойняжки, то это уже две пары того же типа. (Среди мам могут быть сестры, а одна из мам – тетя молоденькой учительницы. Пары могут быть разные). 

Несмотря на многочисленность пар, имя введенного отношения для них общее (у нас – родственники). Это имя внесем в базу знаний и там запомним. Имен различных отношений в БЗ может храниться множество. Все они образуют так называемые интенсиональные знания, содержащие интенсиональные отношения (те самые имена отношений).  

Каждая из пар единственна в своей роде, каждую необходимо запомнить. Множество конкретных пар образует экстенсиональные знания, они хранятся в базе данных. Отдельно взятая пара образует экстенсиональное отношение.
Пусть элемент х множества Х находится в отношении R с элементом у того же множества. Этот факт представим в виде хRy. Говорят, что х и у находятся в экстенсиональном отношении R (образовали пару), имя которого (интенсиональное отношение) R(.

Положим элементы i=2 и j=4 образуют экстенсиональную пару R24 c интенсиональным отношением R'24 в качестве имени. Полным или семантическим отношением будем называть пару r24 = (R'24,R24). В дальнейшем мы будем работать только с семантическими отношениями.

Если элемент u под номером i некоторого множества находится в отношении r(R с элементом v под номером j того же множества, то, упрощая, пишут rij (ui,vj). Отношение R можно оговорить заранее, и тогда достаточно будет указать лишь пары (ui,vj). Если i, j = 1,2,3…n, то подмножество отношений между ними удобно задавать в виде таблицы:  

vj
                                                                                  

ui





где r11 отображает отнощение для пары (u1, v1), r12 соответственно для (u1,v2) и т.д. 

Таблицу можно расписать иначе, в виде "суммы", где знак + будет означать лишь факт принадлежности элемента к подмножеству {rij}.
{rij} =  (u1,v1)+(u1,v2)+(u1,v3)+(u1,v4)+       (первая строка)

             (u2,v1)+(u2,v2)+(u2,v3)+(u2,v4)+…    (вторая строка) и т.д.
Строки можно переписать и так:

              u1(v1+v2+v3+v4)+u2(v1+v2+v3+v4)…= (или короче) =

                   4            4            4           4

           =  u1( vj + u2 ( vj + u3( vj + u4( vj .
                j=1       j=1         j=1         j=1

Окончательно имеем:

                       4      4                                                     4   4

           {rij} =  ( ui ( vj = (или, переходя к парам) = (  ( (ui,vj).

                    i=1  j=1                                                 i=1 j=1

Окончательный вывод. Если имеется некоторое полное множество U и другое полное множество V, то отношением R между ними является подмножество, образованное произведением U(V  и определяемое следующим образом:

                           n   m 

                    R = (  ( (ui,vj)                                                  (4.14)
                       i=1 j=1

или иначе – в виде матрицы  rij типа вышеприведенной таблицы, где 

                             rij =  ( 1,  если (ui, vj)(R   (выполняется uiRvj) и

                                     ( 0,  если (ui, vj)( R.
(Если имеется универсальное множество Х и на нем заданы отношение R его элементов, то, очевидно, R является подмножеством Х, т.е.  можно написать: R (X(X).
Рассмотрим некоторые свойства отношений. 

          1. Рефлексивность. Если х и у находятся в отношении R(х,у), то это отношение рефлексивно, если оно сохраняется при замене у на х, т.е. само с собой. Отношение равно рефлексивно: R(х,у) ~ R(х,х).          

2. Симметричность. Отношение R(х,у) сохраняется, если объекты поменять местами:  R(x,y) ~ R(y,x) (знак ~ означает логическую эквивалентность). Пусть х брат у, но ведь и у брат х – симметричность.

3. Транзитивность.  Если отношение R выполнется для х, y и z так, что R(x,y) и R(y,z), то справедливо R(x,z), т.е. можно записать

                R(x,y) & R(y,z) → R(x,z).

Например, если выполняются отношения х ( у и у ( z, то выполняется и отношение х ( z. Или: Ваня старше Пети, Петя старше Кати, следовательно, Ваня старше Кати.                       
Обращение отношений. Очень интересное свойство, мы часто им пользуемся. Если шляпка дороже сумочки, то сумочка дешевле шляпки – разве не так?  Иначе говоря, истинно выражение: 

              Ri(x,y) ~ Rj(y,x).                                                    (4.15)

Здесь вместе с переменой мест объектов меняется и сам тип отношений (дороже – дешевле, выше – ниже, быстрее – медленнее) . Возникает так называемая   смысловая симметричность. И не надо в памяти БЗ вносить нам всевозможные отношения. Достаточно ввести операцию обращения, а часть отношений, являющихся результатом этой операции,  можно исключить. Записывается операция обращения так:  Rj = Ri–1 .

Пусть на одном и том же множестве Х заданы два отношения А и В. Множество  С = А
[image: image12.wmf]U

В называется объединением отношений А и В:          С(х,у) = А(х,у) ( В(х,у) .                                                    (4.16)

Множество D = А
[image: image13.wmf]I

В называется пересечением А и В:

   D(x,y) = A(x,y) ( B(x,y).                                                     (4.17)

Говорят, что отношение В включает в себя отношение А, если для соответствующих множеств А(Х(Х и В(Х(Х выполняется А(В, откуда следует, что если выполняется хАу, то выполняется хВу.
Если отношение А задано на Х и выполняется хАу, то для обратного отношения  А–1 будет верно соотношение  уА–1х. Eсли матрица А={aij}, а матрица A–1={(ij}, то элементы их будут связаны между собой отношением aij=(ji, т.е. матрица А–1 получается путем транспонирования матрицы  А.
 4.6. Нечеткие отношения  
Все рассмотренные выше отношения мы трактовали как чёткие. Характерная черта чётких отношений – их определенность: либо есть отношение, либо его нет.  Среди множества всяких отношений  есть такие,  которые не могут быть нечёткими. Отношение мать, например. Если Шавка мать Бобика, то это либо так (r =1), либо не так (r = 0). Иное дела отношение старше. Его ведь можно понимать как немного старше, старше, значительно старше и т.п. Мера определенности здесь задается степенью принадлежности (функцией принадлежности) (, о которой мы уже говорили выше. Это значит, что прежнее отношение между х и у типа r = (x,y) заменяется на отношение r = (R(x,y)/(x,y), где (х,у) – данное отношение, (R – функция принадлежности этого отношения. Выражение (4.14) для отношений заменяется на выражение для нечётких отношений:

                           n   m 

                    R = ( ( (R(ui,vj)/(ui,vj),                                     (4.18)
                       i=1 j=1

а матрица отношений вообще может быть построена из одних функций принадлежности, стоящих на соответствующих местах.

Функция (R(u,v), конечно, может быть задана. Но вот вопрос: а как ее определить, если сами величины u(U и v(V заданы нечётко, через свои функции принадлежности? Большинсто авторов в этом случае принимает такое соотношение:

                                (R(u,v) = (U(u)((V(v).                                     (4.19)

В булевой логике знак конъюнкции ( соответствует выделению наименьшего из входных значений. В этом смысле он здесь и употребляется. Поэтому можно записать:  

                    (R(u,v) = min((U(u), (V(v)),                              (4.20)

то есть функция принадлежности отношения равна минимальной 

из функций принадлежности элементов отношения.

Подставляя (4.19) в (4.18), получаем:

                          n   m 

                    R = ( (((U(ui)((V(vj)) /(ui,vj),                         (4.21)

                       i=1 j=1
Как и прежде,  R = U(V, и выражение (4.21) отражает результат прямого перемножения нечётких множеств.

В логике нечётких отношений произведение нечётких множеств моделирует  знание-правило "если U, то V", то есть моделирует отношение-продукцию U(V. И это очень важно, поскольку в СИИ к продукции, как об этом уже говорилось выше, можно свести большинство интеллектуальных задач.

Пусть имеется множество U – маложирные молочные продукты: 1– сыворотка, 2 – молоко, 3 –творог, 4 – сливки и множество V – жирные молочные продукты: 1 – сыр, 2 – сметана, 3 – масло, 4 – топленое масло. Промоделируем продукцию: если u – маложирные, то v – очень жирные. (Будем считать, что оценки степеней принадлежности нам определили домашние хозяйки).

Для множества U имеем:

U =1 /1 +0,8/2 +0,6/3 +0,2/4.

Для множества V имеем:
V =0,1/1 +0,5/2 +0,8/3 + 1/4.
R = U(V . 

Это будет матрица с элементами (R(ui,vj). Строки образуются следующим образом: 1 – берется (U  ("числитель") первого элемента из U и поочередно сравнивается с каждым (V ("числителем") из множества V, меньшее значение заносится в строку; 2 – берется  (U второго элемента из U и сравнивается с каждым (V из V и т.д. Так мы моделируем выражение (4.11), которое состоит из минимумов.

Матрица будет иметь вид:

                              vj
                          
                             1          2           3           4

              

                       ui    1     0,1       0,5        0,8         1

2     0,1       0,5        0,8        0,8

3     0,1       0,5        0,6        0,6

4     0,1       0,2        0,2        0,2

Итак, отношение R = U(V выполняет операцию U(V, т.е. отображает нечёткое отношение из U в V. Пусть теперь имеется некое нечёткое отношение S = V(W из V в W. Нас интересует, как определить нечёткое отношение из U в W? Другими словами, требуется промоделировать операцию U(V(V(W. В левой части этого выражения стоит матрица R с элементами rij = (R(ui, vj), в правой части – матрица S с элементами sij = (S(vi,wj). Операция R(S над матрицами нечётких отношений носит название свёртки или композиции и обозначается R○S. Результатом свёртки будет матрица P = R○S с элементами рij = μP(μRi,μSj). Алгоритм получения матрицы Р – классический алгоритм произведения матриц (строку на столбец). Выражение для рij для ясности распишем "поштучно":

р11 = max{min(r11, s11), min(r12, s21), min(r13, s31), min(r14, s41)}…

p32 = max{min(r31, s12), min(r32, s22), min(r33, s32), min(r34, s42)}…

(Из каждой пары выбирается меньшая величина, а затем из этих меньших берется большая – всё очень просто).

Если вспомнить, что дизъюнкция есть выделение максимальной величины, а конъюнкция – минимальной, то с учетом (4.21) можно написать выражение для композиции:

                        n    m

          P = R○S = ∑   ∑   ( ((R(ui, vj)((S(vj, wk))/(ui, wk).                   (4.22)

                          i=1 k=1  vj 
(Так называемая max-min формула). 

Разберем обобщающий пример.

Пусть U – множество жителей разных регионов: индус (1), русский (2), ненец (3), туземец - центральная Африка (4), а V – множество различных типов климата: умеренный (1), прохладный (2), субтропики (3), тропики (4).

Определим на них несколько нечётких подмножеств.

F = южане =  0,9/1 + 0,6/2 + 0/3 + 1/4,

G = жаркий =  0,5/1 + 0,3/2 + 0,9/3 + 1/4.

Пусть требуется воспроизвести такое правило: "если человек – южанин, то он живет в жарком климате".
Это правило моделируется произведением 

gj (
1         2         3        4

   fi   1   0,5     0,3      0,9     0,9

 R = F(G =         (  2   0,5     0,3      0,6     0,6            (4.23)

3    0        0          0        0

4    0,5    0,3       0,9      1 

 1-я строка: (0,9, 0,5)(0,5; (0,9, 0,3)(0,3; (0,9, 0,9)(0,9; (0,9, 1)(0,9;

2-я строка:  (0,6, 0,5)(0,5 и т.д. Из каждой пары берется меньшее.

Как расшифровать полученный результат? fi – это жители разных регионов, gj – тип климата. Возьмем первую строку. Это про индуса: 0,5 – его склонность пожить в умеренном климате, 0,3 – в прохладном, 0,9 – в субтропиках, 0,9 – в тропиках. А вот ненец (3) не хочет жить нигде, кроме своего севера.
Определим теперь подмножество северяне, а климат умеренный.   Северяне – это не-южане, т.е. (F. Нечёткое множество (F есть дополнение нечёткого множества  F, так что для его функции принадлежности справедливо:

                                   (F = 1–(F.                                           (4.24)

  (F   = северяне = 0,1/1 + 0,4/2 + 1/3 + 0/4,

  Н = умеренный =1/1 + 0,6/2 + 0,2/3 + 0/4.

Допустим, что нам надо определить отношение "все северяне любят умеренный климат". Очевидно, оно отобразится произведением

hj (
1         2         3        4

   fj   1   0,1     0,1      0,1      0

 S =(F(H  =       (  2   0,4     0,4      0,2      0           (4.25)

3     1     0,6       0,2      0

4    0        0         0        0 

Произведем свёртку отношений R и S, т.е. определим, как относятся южане к умеренному климату.

           0,5   0,3   0,9   0,9             0,1    0,1     0,1   0 

    R○S =      0,5   0,3   0,6   0,6              0,4   0,4     0,2   0       =  

     0       0      0      0       ○       1      0,6    0,2    0

     0,5  0,3    0,9    1                0        0       0     0

0,9   0,6   0,2    0

=       0,6   0,6   0,2    0

 0      0      0      0    .                             (4.26)

     0,9    0,6   0,2    0

          4.6. Лингвистическая переменная

Непосредственное использование логики нечетких множеств в рамках продукций, СС или фреймов, т.е. в СИИ, потребовало введения нового типа переменных в модели представления знаний.  Новый тип назван лингвистическим, чтобы подчеркнуть нечёткий –лексический характер используемых знаний. Это означает, что значениями лингвистической переменной (ЛП) могут быть словесные оценки, выраженные отдельными словами или даже целыми фразами.

Для введения ЛП необходимо указать о ней следующую информацию:

· задать множество ее значений, т.е. некоторое множество L словесных выражений как эквивалентов нечетких понятий внешнего мира;

· определить полное множество значений, на котором могут задаваться нечеткие множества, т.е. универсум U;
· задать правило, ставящее в  соответствие каждому значению ЛП смысл, который она имеет во внешнем мире – F.

Таким образом, с каждой лингвистической переменной Z связывается кортеж:               (Z, U, L, F).                                         

Например, в СС для объекта ЯБЛОКО атрибут ВЕС может быть задан лингвистической переменной Z, значениями которой будут: МАЛЫЙ, СРЕДНИЙ, БОЛЬШОЙ. Универсум U можно задать множеством целых положительных чисел [10, 15, 20,…250, 350] по шкале веса в граммах. Область задания значений ЛП L определим следующим образом: значениям ЛП МАЛЫЙ соответствует интервал [10 – 100], СРЕДНИЙ – [101 – 200],  БОЛЬШОЙ – [201 – 350]. Тогда отображение F можно задать, например, в виде правил:

1. Если Z  МАЛЫЙ, то ЯБЛОКО имеет НИЗКУЮ потребительскую стоимость (НПС).

2. Если Z СРЕДНИЙ, то ЯБЛОКО имеет ВЫСОКУЮ потребительскую стоимость (ВПС).

3. Если Z БОЛЬШОЙ, то ЯБЛОКО имеет СРЕДНЮЮ потребительскую стоимость (СПС).

Для использования этих правил, например, в системе автоматической сортировки необходимо определить сами нечеткие множества – МАЛЫЙ, СРЕДНИЙ, БОЛЬШОЙ, а также НПС, ВПС, СПС. Для сокращения числа значений рассмотрим множество весов U = {50, 150, 250, 350}. Универсум потребительских стоимостей определим в рублях: V = {10, 20, 30, 40}.

М1 = МАЛЫЙ = 1/50 + 0,5/150 + 0/250 + 0/350,

М2 = СРЕДНИЙ = 0/50 + 1/150 + 0,5/250 + 0/350,

М3 = БОЛЬШОЙ = 0/50 + 0/150 + 0,5/250 + 1/350.

N1 = НПС = 1/10 + 0,8/20 + 0,1/30 + 0/40,

N2 = СПС = 0,1/10 + 1/20 + 0,5/30 + 0/40,

N3 = ВПС =  0/10 + 0,4/20 + 0,7/30 + 1/40.

Отношение "если Мi, то Nj" дает нам 9 различных комбинаций.

Для примера рассмотрим такое правило: "Если вес МАЛЫЙ, то его потребителькая стоимость НИЗКАЯ".

Нам известно, что правило типа "если Х, то У" моделируется

формулой произведения нечетких множеств (4.21). Это значит, что надо олределить отношение R1 = M1(N1:

N (
    M    1      0,8    0,1    0

R1 = M1(N1 =      (  0,5    0,5    0,1    0                    (4.28)

 0        0       0     0

 0        0       0     0

Рассмотрим теперь такое правило: "Если яблоки НЕ-МАЛЫЕ, то потребительская стоимость ОЧЕНЬ ВЫСОКАЯ". Отношение НЕ-МАЛЫЕ есть дополнение  к множеству МАЛЫЕ, так что применима формула (4.24):

 М1 =  0/50 + 0,5/150 + 1/250 + 1/350. 

Отношение ОЧЕНЬ ВЫСОКАЯ (ОВПС) определим через множество  N4: 

N4 = ОВПС = 0/10 + 0,2/20 + 0,5/30 + 1/40,
и заданное правило отобразится матрицей:

N (
M    0      0       0       0

                     S1 = M1(N4 =    (  0     0,2    0,5    0,5                       (4.29)

0     0,2    0,5      1

0     0,2     0,5     1

 Произведем свёртку отношений  R1○S1, т.е. определим, как соотносится вес яблок МАЛЫЙ с ОВПС. Свёртка матриц (4.28) и (4.29) дает результат: 

     S →

  R  0       0,2       0,5       0,5

       Т = R1○S1 =      ↓  0       0,2      0,5        0,5

 0         0         0           0

 0         0         0           0

           4.8. Нечеткий вывод 

 Нечёткие выводы чаще всего основаны на хорошо нам известном правиле заключения (modus ponens) ([1], стр. 55). Это правило касается импликации и говорит о том, что если вся импликация истинна и посылка истинна, то и заключение истинно: (p, p→q)(q. Иногда это правило записывают в виде дроби

p, p→q,
q

где в числителе – высказывания, истинность которых уже доказана, а в знаменателе – высказывания, истинность которых логически следует из верхних высказываний. 

Приведеная схема вывода пригодна, разумеется, и для случая операций с отношениями. Пусть имеются чёткие и нечёткие множества: А и А', В и В'. В общем случае они необязательно совпадают, но в той мере, в которой они совпадают их можно сопоставить и получить нечёткий результат. Если однозначно выполняется правило, 

                                                        А, А→В ,                                   (4.30)

В
то при нечётком выводе могут возникать различные варианты. Пусть  вместо А мы имеем нечеткое множество А' . Заключение в этом случае уже будет нечётким:

                                                   А', А→В .                                 (4.31)

 В'

Возможен случай, когда нечётко задано заключение:

                                                 А, А→В'.                                        (4.32)

       В''
Нечёткости В' и В'' могут быть разными. В общем случае выражение (4.29) преобретает вид:

                                                 А', А→В'  .                                    (4.33)       

     В''
Нечёткий вывод рассмотрим на примере выражения (4.30). Порядок действий здесь следующий. Вначале определяем нечёткое отношение А→В. Для этого у нас есть формула (4.21). Получается матрица R = А(В. Далее следует свёртка S = А'○R по формуле max-min (4.22).

Рассмотрим нечёткий вывод на вышеприведенном примере с яблоками. Имеем следующие условия:

R1: "Если вес яблок МАЛЫЙ (А), то их потребительская стоимость НИЗКАЯ (НПС) (В).

М1':  "Не совсем маленькие" (А').  

      Что есть НПС  (В')?
Этим условиям соответствует формула

А', А→В,

В'

        где А→В = R1.

Отношение R1 мы уже имеем. Это матрица (4.28). Зададим нечёткое множество М1' – "Не совсем маленькие":

М1' = " Не совсем маленькие" =  0,9/50 + 0,6/150 + 0,3/250 + 0/350.

Окончательный вывод – свёртка А'○R1, определяющая В'.

             1      0,8    0,1   0

В' =   0,9  0,6  0,3   0    ○      0,5    0,5    0,1   0     =    0,9   0,8   0,1   0   .                

                    0        0       0     0

                 0        0      0     0

 Если расшифровать  полученный результат, то получим:

В' =  НПС  = 0,9/10 + 0,8/20 + 0,1/30 + 0/40.

Низкая потребительская стоимость – цена за яблоки в пределах 10 – 20 руб. – вот, что мы получили. 

В настоящее время нечеткая логика заняла важное место в СИИ, сделавшись самостоятельным направлением – нечёткие экспертные и другого типа системы, нечеткие алгоритмы, нечёткие системы принятия решений. Существует даже общая тенденция к переопределению известных алгоритмов, в том числе вычислительных через нечёткую алгебру. При этом точные вычисления рассматриваются как вырожденный случай. Важнейшее место нечёткая логика занимает в научном направлении, называемом логикой правдоподобного вывода. Все большее значение это направление приобретает в системах контроля, обучения и др.. Конечно, имеются немалые трудности. Сюда можно отнести проблемы, связанные с субъективностью нечётких оценок, отсутствием методов проверки их на непротиворечивость, трудности с получением точных результатов, когда это необходимо.

Вопросы для самопроверки и упражнения
1. Какие знания называются нечёткими?

2. Приведите классификацию нечёткостей.

3. Что такое функция принадлежности?

4. Как определяютс нечёткие множества?

5. Что называется объединением нечётких множеств?

6. Как определяется пересечение нечётких множеств?

7. Что такое дополнение нечеткого множества?

8. Какие операции над функциями принадлежности вы знаете?

Перечислите их, приведите примеры.

9. Постройте нечёткие множества для случаев:

· старый человек,

· нестарый человек,

· утро, день,

· еще не вечер,

· где-то в пять часов утра,

· когда же юности мятежной

     пришла Евгению пора,

· ни днем. ни ночью,

· и пока за туманами видеть мог паренек,

на окошке на девичем всё горел огонек.

10. Какие отношения называются интенсиональными (экстен- сиональными)?

11. Как определяется импликация нечётких множеств А(В?

12. Как определяетс композиция (свёртка) А○В?

13. Как организутся нечеткий вывод?

14. Фигуристы возвращаются после соревнований.

· Как настроение, Саша?

· Настроение бывает разное – отвратительное (1), так себе (2), хорошее (3), прекрасное (4). Сегодня – неважное.

· Сам себе оценки ставишь?

· Судьи ставят: три (1), четыре (2), пять (3), шесть (4). Для себя считаю так:

посредственно, если в районе 4,

хорошо, – в районе 5,4,

отлично, – вблизи 6,0,

ну а если в районе 3, то совсем плохо.

· Если настроение неважное, то, значит, оценки плохие…(А)

· Верно.

· а если неплохие, то настроение…

· Нормальное.         (В)

· Давай определим точнее: если  оценки очень хорошие, то и настроение прекрасное, а вот если оценки не так, чтоб очень, то настроение…   (С)

· Кто его знает!

Из данного диалога определить нечёткие множества для упомянутых настроений, для сашиных самооценок, свёртку А○В , а также сделать вывод  настроения С , которое он и сам не мог определить конкретно. 

                        ЗАКЛЮЧЕНИЕ

    Данное учебное пособие является логическим продолжением пособия,  изданного теми же авторами в 1998 году [1]. Поэтому изложение материала следует логике курса по СИИ,  читаемого авторами для студентов специальности  «вычислительные машины, комплексы, системы и сети».  В рамках отводимого на курс  очень ограниченного времени мы стремились дать достаточно полное представление о теоретическом базисе СИИ  с иллюстрацией на простых  примерах   и задачах, характерных для данного направления. Мы также стремились уходить от излишней  теоретичности, но старались показать взаимосвязь различных моделей представления знаний,  их взаимопроникаемость и взаимопереходимость друг в друга. 

Для того, чтобы  материал был понятен, желательно, конечно, знакомство с 1-ым пособием, поскольку здесь мы продолжаем опираться на введенные основные понятия и представления о модели предметной области. Мы продолжали иллюстрировать, введенные здесь модели представления знаний  в виде  продукций, семантических сетей  и  фреймов, на тех же примерах. Мы также стремились показать  важность  концептуально – понятийной  работы  с  любой  предметной областью, как  наиболее  влияющей на формирование системного мышления. Направление СИИ  является  в высшей степени интегральной и развивающей мышление дисциплиной.  Для этой цели в качестве учебных задач предлагаются самые разнообразные  области деятельности. Все  задачи взяты из практических и лабораторных работ, выполненных  студентами. Мы надеемся издать эти работы, реализованные на ПРОЛОГЕ или СМОЛТОКЕ, в виде самостоятельного сборника.  Материалом данного пособия теоретические основы СИИ, конечно,  не исчерпываются, однако, дают хорошую основу для практического перехода к разработке собственных интеллектуальных систем.  Следующее пособие мы предполагаем посвятить  вопросам: инструментальной программной поддержки СИИ, инженерии знаний, в частности, методам и моделям извлечения экспертных знаний,  анализу конкретных оболочек и прикладных экспертных систем. 

        Желаем Вам успеха.

                                                                                                 Авторы.
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